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Résumé

L’article traite de transformations non affine appliquées a des courbes planes rationnnelles. Les effets de ['inver-
sion sont ici examinés sur des courbes de Bézier rationnnelles a poids complexes. En géométrie de la C.A.O., les
transformations affines appliquées aux courbes et surfaces de Bézier rationnelles n’augmentent pas leurs degrés
ce qui n’est pas le cas lors de 'usage de transformations non affines et de leur compositions. Le cas d’étude
concerne [’inversion appliquées aux courbes représentées par des courbes de Bézier rationnelles a poids com-
plexes. Sur des courbes quadratiques a poids réels, la composition de deux inversions a pour effet de quadrupler
le degré alors que le degré est inchangé en exploitant la représentation a l’aide de poids complexes. L’algorithme
de De Casteljau est aussi adapté a ce mode en séparant pour [’affichage final, les parties réelles et imaginaires.
Une implémentation en utilisant du JavaScript et un canevas dans une page HTMLS5 est disponible ici :
http://ufrsciencestech.u-bourgogne.fr/licencel/InfolB _ConceptionDeSitesiWeb/

BezierMassiqueJdavascript/bezier.html

Mots-clés : Courbes de Bézier rationnelles, points
massiques, poids complexes, inversion

1 Introduction

En géométrie de la CAO, les transformations affines
appliquées aux courbes et surfaces de Bézier rationnelles
n’augmentent pas leurs degrés. Ceci n’est pas le cas
lors de 'usage d’une transformation non affine, comme
I’inversion par exemple, et de leur composition ([GD13]]).
Le document présente 1’inversion appliquée aux courbes
de Bézier. L écriture complexe de l’inversion et la re-
présentation des courbes de Bézier rationnelles a poids
complexes assurent la cohérence des calculs d’une part et
facilitent les tracés des courbes d’autre part : en effet, les
degrés des courbes restent inchangés. Leur représentation
dans le domaine réel donnera naissance a des courbes de
degré double. Les courbes de Bézier rationnelles a poids
réels quelquonques ont fait 1’objet de nombreux travaux
([Béc97, I BFG19a, IBEG19blIBG 14} [FI89, [FJ92l IGB16]).
Certains auteurs ont choisi un mode de représentation des

courbes de Bézier rationnelles ou les poids sont complexes
voir ([SRO9)). Ici , les auteurs utilisent la representation des
courbes de Bézier rationnelles massiques a poids complexes.
La section 2 fournit le cadre général a la description de
ces courbes. L'inversion n’a pas d’effet sur le degré des
courbes et bien que les poids soient complexes, 1’algorithme
de De Casteljau peut étre adapté. Avant de conclure et de
donner des perspectives, la section 3 montre, en fonction
du pdle de I’inversion, I’image d’une courbe de Bézier
de degré 2 modélisant une branche d’hyperbole par cette
derniere et nous obtenons une lemniscate de Bernouili
ou un limacon de Pascal représentée par une courbe de
Bézier quadratique alors que le degré de cette courbe de
Bézier serait quartique en utilisant que des poids réels. Le
dernier exemple montre I’image d’une courbe de Bézier
quadratique représentant une branche d’hyperbole par la
composition de deux inversions et le degré de la courbe de
Bézier image est 2 alors qu’il serait de 8 en utilisant des
poids réels. Pour obtenir toute la courbe, nous utilisons un
changement de parametre quadratique qui double le degré.
Via ce changement, nous obtenons une courbe quartique au
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lieu d’avoir une courbe de degré 16. De plus, 1’adaptation
de I’algorithme de De Casteljau nous permet de calculer les
points de la courbe sans augmenter le degré.

2 Le cadre général
2.1 Ensemble C des nombres complexes massiques

Dans ce paragraphe, nous construisons I’ensemble des
nombres complexes massiques C, en tant que 1’'union du plan
réel muni du repere orthonormé direct (O; e_f; 6—2>), et du plan
vectoriel muni de la base orthonormé directe (€1 ; €3 ), ol un
vecteur (a; b) est représenté par le nombre complexe :

zg =a+1b=alr+0be

et un point pondéré M (a;b), de poids w, a pour affixe pon-
dérée :

m=a+1btwr=alg+br+wk
et, un nombre complexe massique est de la forme
Z=z2+wk

ol (z;w) € C%:siw = 0, 7 représente le vecteur du plan
d’affixe z tandis que dans 1’autre cas, z représente le point
pondéré d’affixe z et de poids w. Naturellement, nous avons
€ C C et les nombres complexes sont les nombres com-
plexes massiques de masse nulle. Il reste a adapter I’addition
et la multiplication par un scalaire. Soit z; = 21 + w1 & et
Zo = 29 + wa k deux complexes massiques. Alors :

e w1+ wy = 0etwsws # 0implique :
21Dz = (71 + w1 K)B(22 — w1 k) = w1 (21 — 22)

qui représente le vecteur d’affixe w1 (21 — 22);
e (z1i+wik)® (21 —wik)=0;

e w1 + ws # 0 implique :
Z21@22= (21+wik)® (22 +w2k)

= @ —_— (wlzl —|—w222)—|—(w1 ‘|’W2)/‘i

w1 + w2
d’affixe

(LU1 21 + w2 22) et de pOidS w1 + w2

qui représente le point pondéré

w1 + w2
o wi =ws=0= 21 ® 22 = 21 + 22 qui représente
le vecteur d’affixe 21 + 22 ;
e wi # 0etws = 0 implique :

~  ~ 1
21@22:(Z1+w1/€)6922:2:1+w—22+wm
1

. ’ . Z .2 9 1
qui représente le point pondéré d’affixe z1 + — z2 et
w1
de poids wj.

Evidemment, 1’addition @ est commutative. Nous définis-
sons la multiplication par un scalaire, notée [, de la fagon
suivante :

ea=0=alz =0
ea#0etw =0=aBz =az;
° o¢><w17$0:>a|1|z~1:z1+aw1f<c.

Si le point pondéré M a pour affixe z1 = 21 + w1 k alors
le vecteur OM; a pour affixe z1 ¢’est-a-dire que :

1 ~
Z1ZW—EZ1@—H:(Z1+H)EB(O—H) (1)
1

2.2 T’algorithme de De casteljau

L algorithme [T] détaille les étapes de ’algorithme de De
Casteljau pour la construction d’un point d’une courbe
de Bézier quadratique a points massiques complexes de
controle.

Algorithme 1 Algorithme de De Casteljau dans 1’espace des
points massiques complexes, cas quadratique.

Entrée : Trois complexes massiques zo, z1 et 23.
1. Choix de ¢ dans 0; 1]
2. Calculdepo = (1 —t) D 20 DL E 21
3. Calculdepr = (1 —t) B 21 ®tE 22
4. Calculde go = (1 —t) @ po ® t @ p1
Sortie : Un complexe massique go de I’arc de conique modé-

lisé par la courbe de Bézier de points complexes massiques
20, 21 €t 22.

Pour obtenir toute la courbe a partir d’un arc de courbe
de Bézier, nous utilisons un changement de parametre qua-
dratique, annexe [Al qui a pour effet de doubler le degré de
la courbe initiale. Ainsi, I’algorithme 2] détaille les étapes de
I’algorithme de De Casteljau pour la construction d’un point
d’une courbe de Bézier quartique a points massiques com-
plexes de contrdle.

2.3 Inversion dans le plan complexe

-

B Defimition 4 : Inersion

Bit Q(zq) et k wn néel mon nul. Gt M
def.aéﬂetdewﬁk@rM’(z’)dé%m




Algorithme 2 Algorithme de De Casteljau dans I’espace des
points massiques complexes, cas quartique.

Entrée : Cinq complexes massiques zo, 21, 22, 23 et Z4.

1. Choix de ¢ dans ]0; 1]

2. Calculdepo=(1—t) B 20Dt E 21
3. Calculdep; = (1 —t) @ 21 ®LE 22
4. Calculdepo = (1 — )@ 2o Bt [ 23
5. Calculdeps = (1 —t) D 23 @t [ 24
6. Calculde go = (1 —t) @ po ® t @ p1
7. Calculde g1 = (1 —t) I p1 ® LB po
8. Calculde o = (1 —t) @ p> ® t B 3
9. Calculde o= (1 —t)Hq ®tE ¢
10. Calculderi = (1 —H) B q1 ®tE ¢z

11. Calculde so = (1 —t) B 1o Dt E T

Sortie : Un complexe massique so de I’arc de conique modé-
lisé par & la courbe de Bézier de points complexes massiques
20, 21, Z2, 23 et Z4.

Si le rapport k de I’inversion iq i de pdle 2 est stricte-
ment positif, I’ensemble des points invariants par iq j est
I’ensemble des complexes z qui vérifient

(z—20)z—20 =k 3)

et nous obtenons le cercle %97 % de centre © et de rayon

Vk.

Le tableau [[l montre quelques images d’une conique par

inversion [Fer19].

2.4 Inversion d’une courbe quadratique

Soit la fonction x définie sur C par x (0) = 1 et pour z
non nul, x (z) = z. L’expression d’une courbe de Bézier
rationnelle de degré n en complexe est :

ol Bj,,, estle j° polyndome de Bernstein de degré n. Nous
pouvons énoncer :

fad'mk/muawo/ndewée ) el de

Beryien de degné n de poimls massigues de
contnsle P;(z;) de poids w; ot j € [05n].

Mlns iap (v) est la counbe de @9}@
de degné n de points massiques de conbrile
Q;(2;) de poids -

w; = x (W) 25 — wjz0 C))

el j € [0;n] avec
zow; + kw;
Z;=22 T i 5
P T X @) ©
gngje[[o;n]],&ommng*mwmw
— ZQ’Wj+kw_j

j:Wer(wj)zj—wsz Kk (6)



courbe de départ centre d’inversion

courbe inverse

droite hors de la droite cercle
cercle hors du cercle cercle
conique sur la conique cubique circulaire rationnelle
droite si le pdle est en un sommet de la conique
hyperbole sur I’hyperbole cubique circulaire a point double

hyperbole équilatere sur I’hyperbole

strophoide

droite si le pdle est en un sommet de 1’hyperbole

hyperbole d’excentricité 2 sommet trisectrice de Maclaurin
parabole sur la parabole cissoide
droite si le pdle est en un sommet de la parabole
ellipse sur Iellipse cubique circulaire rationnelle a point isolé

conique non circulaire hors de la conique

quartique bicirculaire rationnelle

conique non circulaire foyer limagon de Pascal
parabole foyer cardioide
conique a centre centre courbe de Booth
hyperbole équilatere centre lemniscate de Bernoulli

Table 1: Image d’une droite et de quelques coniques par inversion [|[Ferl9)].

3 Exemples

Dans cet article, nous montrons des exemples de courbes
de Bézier de degré 2, I'utilisation de degré supérieur se fait
de la méme maniere.

3.1 Lemniscate de Bernouilli a partir d’une hyperbole

D’apres le tableau [[l une Lemniscate de Bernouilli est
I’image d’une hyperbole équilatere dont le pdle de I’inver-
sion et le centre de I’hyperbole. Considérons la branche
d’hyperbole modélisée par la courbe de Bézier de points
complexes massiques de controle :

o = X
2 = K
22 = 2

L affixe du pole (resp. rapport) de I’inversion est zo = 0
(resp. 2). Nous obtenons :

g
N
Il
(N
N
Il
[

d’une part et :

Zy = 0
1(k+0x0)
Z = —= = k=2
1
Zy = 0
d’autre part. Ainsi, nous avons
% = -2k
Zi = 2 0
Z = 2K

L’équation (quadratique) complexe de la branche d’hyper-
bole est :
(—1—d)t*+2xit—i

2 —t

z(t) =

L’équation (quadratique) complexe de la boucle de la
Lemniscate de Bernouilli est :

k(t—t%)

t) =
26 (¢) (1—2) 24+ 20t —1




tandis que 1’équation réelle quartique est :

2t3 (1 — 1)
z(t) = B (- 1)
21 —t)(t—1)
vl = th+(t—1)*

La figure [ montre la branche d’hyperbole et la boucle
de la Lemniscate de Bernouilli, obtenue par inversion de la
branche d’hyperbole précitée. Le cercle en pointillé est le
cercle d’inversion c’est-a-dire I’emsemble des points inva-
riants par cette inversion.

En utilisant le corollaire[I] toute I’hyperbole est représen-

Y~ ~— —~—

massiques de controle Zr,0, ZH,1, ZH,2, ZH,3 €t L1 4.
Zao=2 02070 %

=210 -2H0KD2

=24+268 -2k

=—-1—1—-2K
Zni=2®-104%

=210 -10k

=210 —K

=—-21—K

|

N WIN W= W=

N
=
\

DHeEae — a5
0 3 1 3 2

2 -1
D 1693Bm69 3 ]

)
| |
)

2]
wil

BN

2]
w

[\

=Z2(-1 z
S (140 @ 2

w

——1—|—z+gm
N 3

Zns=-10% 04
=182k
=—-21PkK
=—-214+kK

ZHa=%® 207 6%
= Zio
=—-1-1-2k

En utilisant le corollaire [I] toute la Lemniscate de Ber-
nouilli est représentée par une courbe de Bézier quartique de
points complexes massiques de contrdle ZL\;), 2:1, 2;/2
ZrsetZpa.

Zro=20® 20210 Zs
=-2k®-202d 2k
=2(1-1)k®d—4
=—2 4+2(1-)r

1—1

:—@ +2(1-1)k
=-1-142(1-9)k

Zia=2Z0® 107

=—-2iIkdD-11E2

=—-2tkP -2

:1—225

7

=—1— 21K
- 1 = 2 = -1 =
Zro=—-07Z -8z — @ Z
L,2 3E| 0®3E| 1693E|2

1 2 -1

=—-[n-2 —[H206—@2

SE m@SE! @ 3 2k

_2ete 2,

T3 37 3

21t 9re s

B

2 2
=— 4+ —(1
T, 3 AFus

Zrs=-10200 71
=—10-21x D2
=21k D 2
:1—6-22/4

1
=—1+ 2K

Zra=20® 202102
= Zro
=—1-14+2(1-1)k

La figure [2| montre 1’hyperbole et la Lemniscate de Ber-
nouilli, obtenue par changement de parametre quartique des
deux courbes de la figure [Tl
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Figure 1: Courbe de Bézier quadratique a poids complexes représentant une boucle d’une Lemniscate de Bernouilli obtenue

par inversion d’une branche d’hyperbole modélisée par une courbe de Bézier quadratique




E)Z*l*2+2(172)n
Z’Z;i—l—Qlﬁ

— -2
ZL<2:_1+7/+?(1+7,)K,

2;;:71+2m

Zia=-1-142(1-2)k

Figure 2: Courbe de Bézier quartique a poids complexes représentant une Lemniscate de Bernouilli obtenue par changement
de paramétre quadratique appliquée & la courbe de Bézier quadratique représentant la boucle de la figure[ll



3.2 Limacon de Pascal a partir d’une hyperbole

Reprenons la méme courbe de Bézier et I’inversion de
pole le foyer F' (\/5—1— 2\/5) et de rapport k = @ Les

poids sont :
wo = zZ0 — 0 = —
w; = 0—(\/§—|—Z\/§) = V24012
we = Z2 = 2

Les points de contrdle sont :

P -2 (\/5—1—1\/5)

0 —2

=V2+1/2
V2

(V2+w2) (-v2+n2) + 5
- BVCEEN

(4vE-1)  (@vZ-1)
4 4

et:

2 (V2+1/2)

5 =V2+1/2

Zy =

Les nombres complexes massiques de contrdle sont :

Zo = V2412 — 2k

> (V-1  (4v2-1)

7 = Tt (V2 e2) s
Zy = V2 + /2 + 2

Les équations du Limagon de Pascal sont données dans le
tableau 2]

La figure [3| montre la branche d’hyperbole et la boucle
du Limagon de Pascal, obtenue par inversion de la branche
d’hyperbole précitée.

En utilisant le corollaire[T] tout le limagon de Pascal est re-
présentée par une courbe de Bézier quartique de points com-

plexes massiques de contrdle Z1, 0, Zr,1, Z1,2, Zr,3€t Z1, 4
donnés dans le tableau[3]

La figure [l montre I’hyperbole et le Limagon de Pascal,
obtenue par inversion de 1’hyperbole précitée.

La figure [Slmontre un zoom sur le Limagon de Pascal de
la figure [l



Equation complexe :
(=5v2+2) 1> + (-4vV2+8+1(5vV2-2)) t+ (2+2) (V2-2)
(~1—1) (18t +9 (V2 —1) —9)

zp (t) = 162

Equation réelle :
23(5v2-2) t*—23(13v2—8) t*+46 (8V2—7) t* — 184 (V2 —1) t + 46 (3vV2 — 4)
23 (212 — 2¢ — V2 +2)°
23(5v2—-2) t" —161V2t° +23 (TvV2-2) t* - 23 (5v2—4) t+46 (32— 4)
23 (212 — 2t —v2+2)°

Table 2: Equations du Limagon de Pascal.

Zo = 10\/3_4+ (1of )+(2\/_+2+z( 2v2 - 2)) w

. 36v2—8 128\/—

7 - : + (V2 (V2 2)

5 _ 66va-12 o 78\/5—12 +< —2vE-2 1(2V2- )>n
72 3

~ 36v2—8 128\/_

Zs = = +(-vV2+0(V2+2)) 5

Zy = 10‘/8__4+ (10\5{_ )+(2\/§+2+z(—2\/§—2))n

Table 3: Points massiques complexes de contréle pour le Limagon de Pascal.
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Figure 3: Courbe de Bézier quadratique a poids complexes représentant un Limagon de Pascal.
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Figure 4: Courbe de Bézier quadratique a poids complexes représentant une boucle d’un Limagon de Pascal.




Figure 5: Courbe de Bézier quadratique a poids complexes représentant un Limagon de Pascal.



3.3 Limacon de Pascal a partir d’une Lemniscate de
Bernouilli

Reprenons la premiere boucle de la Lemniscate de Ber-

nouilli du paragraphe 3.1] Ses foyers sont F} (g + z%)

Fs (—g — z%) Les points de controle de la courbe de

Bézier représentant cette boucle sont :

20 = -k
2z = 2
s = 2k

Nous considérons I’inversion de pdle le foyer Fi et de
rapport k = 1.

Nous obtenons :

wo = —2 (1+9)
w1 = 2

e = 2 (—1 + Z)

d’une part et :
Zy = 0
2
2 = a4y
2
Zy = 0

d’autre part. Ainsi, nous avons :

Zo = —\/5(1—&-1)&
Z = §(1+z)+2m ®)
Z = \/5(—1—&—1)&

L’équation (quadratique) complexe du Limacgon de Pascal
est:

16((1+2) (1—v2) t (1-1)
(4t —20(vV2—1) —2)°

2L (t) =

tandis que 1’équation réelle quartique est :

4(V2-1)t(t—1)" (t—v2+1)
(262 -2t - v2+2)°

4(V2-1) 2 (t—1) (t+vV2-2)
(262 — 2t —v2+2)”

z (t)

y (1)

La figure [6l montre une boucle de la Lemniscate de Ber-
nouilli et un arc d’un Limacon de Pascal, obtenu par inver-
sion de la boucle précitée.

En utilisant le corollaire [Il toute la Lemniscate de Ber-
nouilli est représentée par une courbe de Bézier quartique de
points complexes massiques de controle :

Zio = (V2=1)(1+1)—-2(VZ+2)x

Zii = w—(\/ﬁ+2+\/§l)ﬁ
7 V2-1+(V2+1)0 2V2 (21— V2)
1,2 - 3 — 3 K
Zis = wjt(x/%dm/iz)ﬁ
Zia = (V2-1)(1+1)-2(VZ+2)x

La figure[Zlmontre la Lemniscate de Bernouilli et le Lima-
¢on de Pascal, obtenue par changement de parametre quar-
tique des deux courbes de la figure[6]



Figure 6: Courbe de Bézier quadratique a poids complexes représentant un arc d’un Limagon de Pascal.
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Figure 7: Courbes de Bézier quartiques a poids complexes représentant une Lemniscate de Bernouilli et un Limagon de Pascal.



4 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit les poids complexes
dans les courbes de Bézier planes afin de conserver le degré
par inversion. Ceci permet de simplifier les calculs lors de
changements de parametre homographique ou quadratique.

L’étape suivante consiste a effectuer des raccords
G' —%" entre courbes de Bézier données afin de nous fo-
caliser sur la cinématique de ces courbes.
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A Changement de parametre quadratique
Le changement de parametre quadratique, via I’ utilisation de la fonction hg définie par la formule :

a(l—u)?+2bu(l—u)+ cu?

ha (u) = d(1—u)?+2eu(l—u) + fu?

(C)]

permet :
— d’obtenir toute la courbe i.e. envoyer I'intervalle [0; 1] sur [—o0; +00] ;
— de changer la vitesse de parcours sur [0; 1] et permet d’obtenir des points extrémaux stationnaires.

V_Cheoreme 2 :@W@W@m&wﬂaﬁwwﬂew2
fﬂmm&&@%g@aﬁwv&ﬁmkwm&w%/ﬁdé,&w
ﬁzwwzgec.

Gt h definie g bo formule () oo oz eat b counble de Bogion, quankique de points de
MW%,Z,Z,ZJZJ@W&W&CW.‘

Zo = (d—a)’ B2 ®2a (d—a) Bz ®a® @ (P;ws)
Zi = (b-e)(a—d)Bz2®(ae+bd—2ab)EZ GabE
. _ 2 _ 2
Za — ac—af+2e—4eb+2b cd—|—de|%
3 (10)
deb—4b> — ~ S
® eb—4b 2ac+af+cdmzl@ac+2b a5
3 3
Zs = (f—0)(e—b)@2 & (—2bc+bf+ce)EDa ®cbE %
Zs = (c—N’B262¢c(f-)Ba®AE %
Démonstration :
Nous avons :

d—a)(1—uw)?+2(—bu(l—u)+ (f —c)u?
d(1—u)?+2eu (1l —u) + fu?

l—h(u):(

an
et:
v (1) = (1= 1)° 3 (Poswo) ® 2t (1 — ) @ (Prsw1) @t 0 (P wo)
11 suffit de s’intéresser aux numérateurs[l de h (u) et 1 — h (u), nous avons :
(1—)* @ (Po;wo)
= (d=a)1-uw?+2(e—bu(l—u)+(f - )u?)’ @ (Po;wo)
(d—a)* (1 —u)" @ (Po;wo)
2(e—b)(d—a) 2u(l —u)’ @ (Po;wo)
(4(e—b)>+2(d—a) (f—¢)) u” (1 u)’ © (Pojwo)
) (f =) u’ (1 —u) @ (Po;wo)
(f =) v' @ (Po;wo)

e & & O

t. Les dénominateurs sont les mémes et les n + 1 polyndomes de Berstein de degré n sont de méme degré.



= (d—a)® (1 —u)" 3 (Po;wo)
® (e—b)(d—a) 4’11,(17’11,)3E|(P0;W0)

2(e=b*+(d—a)(f—0)
3
(e—=b)(f —c) 4u® (1 —u) @ (Po;wo)

& (f—o'u' B (Poywo)

6u” (1 —u)” @ (Po;wo)

26(1—t) @ (Pr;w1)

= 2(a@-uw?+2u(l—u)+cu’) ((d—a)(l—u)’+2(—bu(l—u)+(f—c)u’) B (Pr;w)
= 2a(d—a) (1 —u)'@(P;w)

& (a(e—b)+b(d—a)) du(l—u)’ @ (P;w)

a(f—c)'gc(d_a) 6u” (1 —u)* @ (Pr;wi)

& (B(f—o)+ele—b) 4w’ (1—u) @ (Prw1)
& c(f—c)u B (P;w)

t2 B (P2;wo)
= (a(l—u)2+2bu(1—u)+cu2)QB(P2;w2)
= a®(1-w)'E (P;w)
®  abdu(l—u)’ @ (P;we)

2
w 6u” (1 —u)” @ (Pa;w2)

@  bedu?® (1—u) @ (P;w2)
® Au'E(Pryws)

1l suffit de regrouper les termes en (1 — u)?, 4u (1 — u)? , 6u® (1 — u)?, 4u® (1 — u) et u®.
|
Enprenanta = —1,b=d = f =0ete = ¢ = 1, nous avons :

hz ([0; 1]) = [—00; +o0]

ce qui permet d’obtenir généralement toute la courbe. Nous pouvons énoncer :



 Conollaine 4 : Foun obtomin fouke la counde
B fonckion. vy dafinie pan

—(1—u)l4u? 1420
2u(l—u)  2u(l—wu)

e&[‘ume%&/nctw/n conbimue, abrictement croiasambe de 10;1] dams |—o0; +oo| avec :

h2 (’LL) =

lim hy(u) = —o0
u—0+t
lim hy(u) = 4oo
u—1-
el mous avens :
Zo = %2050 %
z = Ze-10%
—~ 1 ~ 2 ~ -1 ~
Zy = §EZO®§EZ1@?EQ (12)
Z; = 1% ® 54
Zi = o ®—205® %




B Démonstration du théoréme
Soit M (t) d’affixe z (¢) un point de ~.

n

O Fr S —— (ZX (w;) By (1) 25 = Y _w;iBjn (1) Zﬂ)
§=0

> wiBja (t) N
=0

n

= 3 Bin () (x (1) % — w20)

> wiBjn (t) 10
=0

d’ou :

z(t) —zq = n; ZBj,n (t) (X (wj) 25 — WJ'ZQ)
D @By (£) 7
j=0

Soit M’ () d’affixe 2’ (¢) un point de I'image de la courbe de Bézier par I'inversion ig . Nous avons :

2 (t) =20 +
z(t) — za
k zn:w—ij,n ()
=za+ — =0
Z Bjn (t) (x (w)) 25 — wjza)

n

20 Y Bin () (X(@5) 25 —wi20) + kY @;Bjn (1)

j=0 j=0

> B (1) (X (@5) 2z — wjza)
=0

n

S By () (20 (@) 55 = y2e) + i)

De la relation :

pour j dans [0; n], nous avons :



d’ou :

Y BinWx(@)Z Y Bin(t) (20w, + ki)

Z @;Bjn (t) Z B (8) (x (wj) 25 — wj20)

j=0 j=0
Nous pouvons déterminer les affixes massiques de contrdle :
zow; + kw i

%= )



	Introduction
	Le cadre général
	Ensemble C"0365C des nombres complexes massiques
	l'algorithme de De casteljau
	Inversion dans le plan complexe
	Inversion d'une courbe quadratique

	Exemples
	Lemniscate de Bernouilli à partir d'une hyperbole
	Limaçon de Pascal à partir d'une hyperbole
	Limaçon de Pascal à partir d'une Lemniscate de Bernouilli

	Conclusion
	Bibliographie
	Références
	Changement de paramètre quadratique
	Démonstration du théorème 1



